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>-Algébres

Exercice 1 Monirer les propriétés suivantes:
e Sip € Pos(s) et q € Pos(t), alors (s[t]p)|pq = tlg et (s[t]p)[Fp.q = S[t[rllp-
 Sip.q € Pos(s), alors (s[t]p.q)lp = (slp)ltly et (s[tlp.q)lr]p = slrlp.
® S5ip,q € Pos(s) et pr<iq, alors (s[tlp)|g = slq et (s[t]p)[rlq = (s[r]q)[t]p-

Exercice 2 Montrer que la relation ~= {(x,y) | 5 est un diviseur de x —y} est une congruence sur l’algébre
< IN,{+/2,-/2} > (~ est une relation d’équivalence et la somme et multiplication sont monotones par
rapport a ~).

Rappel: systéme équationnel syntaxique

s=tef , .
_— axtome - reflexivite
s=t s=3s
s=t , s=t =u o
symetrie - transitivite

=s s=u
s=t o s=t

- substitution _— contexte

a(s) = o(t) ulslp = ultlp

Exercice 3 On considére les expressions sur l'alphabet ¥ = {a/0,b/0,5/2, M/2} et les propriétés spécifiées
par ensemble d’équations suivant :

S(a,a) = a, S(S(x1,x2),z3) = S(z1,S5(x2,3)),

S(a,b) = b, M(M(z1,x2),23) = M(x1, M(z2,23)),

S(,a) = b, S(M(z1,x2),z3) = M(S(z1,23),S(z2,23)),
E = S(bab) = b, M(S(:ElaxQ)axfi) = S(M($1,$3),M($2,$3)),

M(a,a) = a

M(a,b) = a

M(b,a) = a

([ M(b,b) = b

Démontrer que les quatre équations suivantes

S(e,b) =b,S(e,a) =e,M(e,b) =e,M(e,a) =a

sont dérivables de maniére syntaxique & partir de Uensemble € pour tout terme clos e.



