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Rappels sur les grammaires: |
Une grammairkest un quadruplet = (=, Vy, S, P), ou:

3 estun alphabet fini de “terminaux”,

Vy estun ensemble fini de symboles “non terminaux”, &vecly = (). On
écritV pourX U Vy.

S est un non terminal distingué nommeé le “symbole de départ” (“start sym-
bol”)

P estune relation finie sury™ x V* qui définit les “régles” (“productions”)
de la grammaire.

Une regle(a, 3) € P s’écrit aussiv — (3.

LIntroduite par Chomskypour traiter le langage naturel.

Rappels sur les grammaires: |l
On classifie les grammaires selon la formeRie

type O P quelconque

type 1 (contextuelles) pour toute régle— /3 on ala| < |3|.

type 2 (libres de contexte) regle de la forre— 3.

type 3 (rationnelles) régle de la formé — a8 ou A — a aveca terminal.

On s’intéresse pour les langages de programmation a des grammaires de type 2.
N.B.: il existent d’autres systémes de production, comme les L-systems utilisés en
biologie.

Rappels sur les grammaires: Il

Sia — [ est une regle, on peut alors I'appliquer a n'importe laquelle séquence
ray pour obtenirz Gy et on écrit alors

Toy = xfy

On écriraw =* z, s'll existentw; = wow,, avecn > 1, t.q. w = w; =
w ... = Wy = 2.

Le langage engendigar une grammairé&’ est

L(G) = {w|S =" w}

Rappels sur les grammaires: 1V

Lemma 2.1 (Lemme de la pompe)Soit L un langage libre de contexte. lls existent
p et q dépendants dé tel que pour tout mot de L dont la longueuriz| excédep,

il existe une décomposition = wvwzy aveclvwz| < ¢, jvz| # 0 et pour toutn,
uv™wzy est dang..

Conséquences:

e {wew|w € (alb)*} pas libre de contexte
(ex: déclaration avant utilisation des identificateurs)

e {a"b™c"d™|n,m > 1} pas libre de contexte
(ex: correspondance entre paramétres formels et actuels d’'une procédure)

e {a"b"c"|n,m > 0} pas libre de contexte
(ex: ancienne technique pour indiquer les mots soulignes)



Arbre de dérivation, ambiguités

Définition 2.2 (Arbre de dérivation) On peut représenter une dérivatioh =* w
(avecw € ¥*) comme un arbre ayant pour noeuds internes des non terminaux, pour
feuilles des terminaux et des arcs reliant un noéud des filsiVy, ... W, siily a une
regleX — Xj...X,.

Définition 2.3 (Grammaire ambigué€) Une grammaireG est ambigué s'’il existe un
motw € L(G) avec au moins deux arbres de dérivation différents.

Ex: le motl + 1 + 1 dans la grammaire

E—-E+FE
E—1

De fagon équivalente, une grammaire est ambigué si elle permetteléeuations
gauche3 différentes pour un méme met

Backus Naur Form (BNF)

La “forme normale de Backus” est une extension du formalisme des grammaires libre
de contexte qui n'ajoute pas de pouvoir expressif (on ne définit pas une classe plus
large de langages), mais qui permet des définitions plus concises.

A la structure des régles on ajoute les notations suivantes:

étoile de Kleene: on peut écrire

A= afy
ala place de
A—aBy B—aB B—a
option : on peut écrire
A — o8]y
ala place de
A—aBy B—a B—e
cas : on peut écrire
A— ajlas...|ay,
alaplace de
A—aq
A—ay,
2rappel

Bien entendu, il faudra faire attention a ne pas mélanger les symboles BNF avec les
terminaux dex.

Dans I'’énoncé du projet, par exemple, on a pris soin de distinguer tout sysiele

en I'écrivant §, comme pour les caractéres de Ocaml. Mais s'il n'y a pas d’ ambiguité,
on ne se fatiguera pas a faire la distinction.

Analyse descendante

Le probleme de I'analyse est celui de prendre une gramnigiet de construire un
algorithme capable, pour toute chain&le terminaux, de décider si elle appartient ou
non aL(G). De plus, on demande de reconstruire un arbre de dérivationypdans

G en cas de réponse affirmative.

Certains langages permettent de résoudre ce probléme a I'aide d’une méthode fort
simple, I'analyse ditelescendante

Cette méthode cherche a construire une dérivation gauche directement a partir du
symbole initial, ou de fagcon équivalente, cherche a construire un arbre de dérivation a
partir de la racine avec une exploration en profondeur d’abord de gauche a droite.

Pour cela, I'analyseur doit pouvoir décider, en s'aidant éventuellement avec les
prochainsk symboles en entrée, quelle est la prochaine production dans la dérivation
gauche que I'on reconstruit.

Vue la “distance” entre le terminal que 'on voit en entrée et la production a choisir,
il n'y a pas trop de chance pour que la méthode fonctionne (en particulier toute gram-
maire ambigué posera des problémes), mais si on réussit, alors le langage de la gram-
maire est dans la clas$d (k) (langages analysables en parcourant I'entrée de gauche
(L) a droite et en reconstituant une dérivation gauche (L)).

Exemple Ocaml

Voyons un exemple de grammaiké. (1) et un analyseur construit a la main en
Ocaml:

S — FEeof
E — intFE
E' — +4int Ele

exception Parse_Error;;
(* un lexeur vite fait *)
let gettoken_of | = let data = ref | in
let f () = match !data with
tir -> data:=r; t
| _ -> raise Parse_Error
in f;;

type token = Int | PLUS | Eof;;



let descente gettoken =
let tok = ref (gettoken()) in let advance () = tok := gettoken() in
let eat t = if (Itok = t) then advance() else raise Parse_Etrror in
let check t = if ('tok = t) then () else raise Parse_Error in
let rec ntS () = (ntE(); check(Eof))
and ntE () = match !tok with Int -> (eat(Int); ntE’()
_ -> raise Parse_Error

and ntE’' () = match !tok with PLUS -> (eat(PLUS);eat(Int); ntE'())

| _ -> () (* transition vide *)
in ntS();;

descente (gettoken_of [Int;PLUS;Int;PLUS;Int;Eof]);;

Analyseurs LL(1): choisir la production en regardant le prochain token
Pour réaliser un analyseur LL(1), il s’agit de remplir une table de la forme

o |t

X1

Xn
en mettant une régle de productidh — ~ dans la cas€X;, ;) si le fait de voir le
tokent,, indique qu’'on peut appliquer la regle de production— .

S'il n'y a pas de cases avec plus d'une entrée une fois le remplissage fini, on aura
réussi et on pourra implémenter I'analyseur.

NULLABLE, FIRST, FOLLOW

Questioncomment remplir les cases?
Réponsepour cela on a besoin de calculer pour les symboles de la grammaire trois
ensembles:

NULLABLE(X) vrai ssiX peut produire la chaine vide)(

FIRST(X) ensemble de symboles terminaux qui peuvent paraitre en premiere position
dans une chaingdérivable a partir de&C

FOLLOW(X) ensemble de symboles terminatixjui peuvent paraitre immédiate-
ment aprés{ dans une dérivation (i.e. il existe une dérivation conteantce
qui peut arriver aussi si elle contieRtY Zt etY et Z sont nullable).

Définition formellede NULLABLE, FIRST, FOLLOW
On peut voir ces ensembles comme des relations,

e Nullable est la plus petite relatioN« t.q.
Nu = NuU{(X,vrai)|X —eec P}

Nu = NuU{(X,vrai)|X —Y1...Y, € P, avec(Y;,vrai) € Nu}
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e First est la plus petite relatioRi telle que
Fi = Fiu{(a,a)la €}

X —-Y;...Y, € P, etexistei avec

Fio= Fiud(Xaly 3 ndllable et a) € Fi )

Définition formelle de NULLABLE, FIRST, FOLLOW
Enfin, Follow est la plus petite relatiafio telle que

X =Y. ViYY, ...V, €P,
avecYj,i,...,Y, nullable et(X,a) € Fo

Fo FoU{(Y,a)| }

X—=Y...V\YY...YVY .. .Y, €P,

Fo = Fou{(Y,a)| avecYjy1,...,Y; nullable et(Yj 1, a) € First

}

On peut considérer ces équations comme définissant ces ensembl
récursivement, et on peut calculer la plus petite solution par itératio
jusqu’au plus petit point fixe en partant de la relation vide.

N.B.: ce qui fait que ce point fixe existe toujours et est atteignable de cette sorte est
la continuité (par rapport a une topologie bien choisie) des opérations ensemblistes
utilisées dans la définition.



Construction de la table LL(1)

Une fois calculés Nullable(X), First(X) et Follow(X) pour tout symbole, il est
facile de calculer aussi Nullable et First sur une séquence de symboles:

Nullable(X; ... X,,) estvrai ssi NullableX;) est vrai pourl < i < n;

First(X; ... X}) estFirst(;) si X; n’est pas nullable

First(X; ... X}) estFirst(X,) U First(X» ... X}) si X; est nullable
Et on peut finalement remplir notre table:

|- | tm

X

Xn

on analyse toute productiok; — - et
e on metX; — v dans la caseX;,t) sit € First(y)
e on metX; — v dans la caseX;, ) sit € Follow(X;) et Nullable(v)

Si la table n’a pas d’entrées multiples, alors la grammaire est analysable par
I'analyseur et le langage dafd.(1).

Transformations préliminaires: élimination de I'ambiguité

L'existence d’'une grammaire non ambigué pour un langage donné L n’est pas décid-
able. Cependant, dans les cas les plus fréquents, on sait éliminer 'ambiguité assez
facilement:

Exemple: on peut réécrire la grammaire (ambigué)
E — E + E|E * E|(E)lint|id
en imposant une priorité sur les opérateurs et une associativité, comme:

E — E+T|T
T — TxF|F
F - (B)intid

qui reconnait le méme langage, mais n’est pas ambigué.

Transformations préliminaires: derecursivisation

Une grammaire recursive a gauche pose toujours de problémed pou): si on a
deux productiond — E« et E — (3, alors il y aura toujours une double entrée dans
les case$E, t) pourt € First(3).

Mais on sait éliminer la récursion a gauche de toute grammaire: toute production
X = X7 | Xlaa] ... |om

peut étre remplacée par les productions (équivalentes, si X' est un symbole nou-
veau) :

X = aX|.. . |apX’
X' = XX e

Transformations préliminaires: factorisation gauche
Un autre exemple de probléme pduk (1) apparait si on a deux productioAs— «E’

etE — aE" quiont le méme préfixe: 'analyseur ne saura pas non plus dans ce cas
faire le bon choix.

On sait améliorer la situation en “factorisant” a gauche le préfixe commun: toute
production

X —af]...|aBly

peut étre remplacée par les productions (équivalentes, si X' est un symbole nou-
veau) :

X - oX'ly
X o i1y

Transformations préliminaires: factorisation gauche, Il
Voyons un exemple bien connu:

X —if Ethen S else S|if E then S

devient

X — if Ethen S X'
X' — elseS|e

N.B.: ce n'est pas LL(1) non plus, mais on sait mieux gérer ce deuxiéme cas que
le premier (ex. en donnant priorité au cas “else”)

Un exemple complet

Le langage des expressions arithmétiq*s

On veut analyser
S — Feof
E — E+ E|ExE|(E)|int|id
Cette grammaire est ambigué, donc nous allons appliquer notre technique de de-
sambiguation.



Un exemple complet: desambiguation
En imposant que * lie plus que + et qu'on associe a gauche, on obtient la grammaire
non ambigué:

S —  FEeof

E — E+T|T
T — TxF|F
F — (E)|int|id

Mais cette grammaire est recursive a gauche, donc . ..
Un exemple complet: derecursivisation

En derecursivisant, on arrive a:

S —  FEeof
E — TE'

E - 4TE|e
T — FT'

T —  *xFT|e
F — (E)|int|id

On va maintenant calculer Nullable, First et Follow dans 'ordre
Calcul de Nullable

Iteration | S E E T T F

0 false | false | false | false | false | false
1 false | false | true | false | true | false
2(fini) false | false | true | false | true | false

On calcule Follow:

Iteration | S| FE E' T T F
0
1 eof,) + *
2 cof,) [ eof,) | +,eof.) |+ | = +.eof.)
3 eof,) | eof,) | +,eof,) | +,eof,) | * + eof,)
4=3 60f7) €Of7) +760f1> +,€0f7) *,+7€Of7)
bh FETeTEAERTestRTruTe Ta table de Tautomate; On salt gue |
S E E T T F
Nullable false false true false true false
First (int,id | (,int,id + (,int,id * (,int,id
Follow eof,) eof,) | +,eof,) | +,eof,) | *,+,eof,)
On construit alors:
+ * int ( ) eof
S S — FEeof S — Eeof
E E—-TE E—TE
E' | E - +TFE' E' — E —
T T—FT' T— FT'
T T — T — «xFT' T — T —
F F—int F—(E)

Enfin, notre programme d’analyse en Ocaml

Calcul de First

On sait que :
S E E T T F
Nullable | false | false | true | false | true | false
On calcule First:
Iteration S E E T T F
0
1 + * | (,int,id
2 + | (yint,id | * | (yint,id
3 (yint,id | + | (;int,id | * | (,int,id
4 (;int,id | (yint,id | + | (;ént,id | = | (,int,id
5=4 (yint,id | (yint,id | + | (;ént,id | = | (,int,id
Calcul de Follow
On sait que :
S E E T T F
Nullable | false false | true | false |true| false
First (;int,id | (yint,id | + | (;int,id | = | (,int,d

exception Parse_Error;;
type token = Int | PLUS | TIMES | LPAR | RPAR | Eof;;
let descente gettoken =
let tok = ref (gettoken()) in let advance () = tok := gettoken() in
let eat t = if (Itok = t) then advance() else raise Parse_Error in
if (tok = t) then () else raise Parse_Error in

let check t =
let rec ntS ()

and ntE () =

and ntE’ () =

and ntT ()

= match

match

match 'tok with

match

Itok with

ltok with

ltok with

Int  -> (ntE(); check(Eof))
LPAR -> (ntE(); check(Eof))
_ -> raise Parse_Error
Int  -> (ntT(); ntE’())
LPAR -> (ntT(); ntE'())
_ -> raise Parse_Error
PLUS -> (eat(PLUS); ntT(); ntE’())
RPAR -> () (* transition vide *)
Eof -> () (* transition vide *)
_ -> raise Parse_Error
Int -> (ntFQ;ntT’())
LPAR -> (ntF();ntT’()

-> raise Parse_Error
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and ntT" () = match !tok with
TIMES -> (eat(TIMES); ntF(); ntT’())
| PLUS -> () (* transition vide *)
| RPAR -> () (* transition vide *)
| Eof -> () (* transition vide *)
| _ -> raise Parse_Error
and ntF () = match !tok with
Int  -> (eat(Int))
| LPAR -> (eat(LPAR);ntE();eat(RPAR))
| _ -> raise Parse_Error
in ntS();;

Enfin, notre programme d’analyse en Ocaml, avec traitement d’erreurs

and ntF () = match !tok with

-> (eat(Int))

LPAR -> (eat(LPAR);ntE();eat(RPAR))
-> perror "int,("

(* on assume que l'on nous passe un analyseur lexical gettoken *)
exception Parse_Error;;
type token = Int | PLUS | TIMES | LPAR | RPAR | Eof;;
let descente gettoken =
let position = ref 1 and tok = ref (gettoken()) in
let advance () = tok := gettoken(); position := !position+1 in
let eat t = if (tok = t) then advance() else raise Parse_Error in
let check t = if (tok = t) then () else raise Parse_Error
in
let perror s = print_string ("Expecting ""s"" at position: ");
print_int !position; print_newline(); raise Parse_Error in
let rec ntS () = match !'tok with
Int  -> (ntE(); check(Eof))
| LPAR -> (ntE(); check(Eof))
| _ -> perror "int,("
and ntE () = match !tok with
Int -> (ntT(); ntE'())
| LPAR -> (ntT(); ntE’()
| _ -> perror "int,("
and ntE’ () = match !tok with
PLUS -> (eat(PLUS); ntT(); ntE'())
| RPAR -> () (* transition vide *)
| Eof -> () (* transition vide *)
| _ -> perror "+,),eof"
and ntT () = match !tok with
Int -> (ntFQ;ntT"())
| LPAR -> (ntF():ntT’())
| _ -> perror "int,("
and ntT’ () = match !'tok with
TIMES -> (eat(TIMES); ntF(); ntT'())
| PLUS -> () (* transition vide *)
| RPAR -> () (* transition vide *)
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-> () (* transition vide *)
-> perror "+,*),eof"
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