Les Y-algebres et les algebres de termes

Les signatures et les termes finis

Définition :[Signature] Une signature est constituée de deux ensembles:
e un ensemble fini S = {si,...,s;} de symboles de sortes

e un ensemble non vide de symboles de fonction t.q. chaque f € X
posséde une arité si * ... * sy, S.

Définition :[X-algébre] Etant donnée une signature X, une X-algébre A
est donnée par

e un ensemble A pour toute sorte s; de X (cet ensemble est appelé le
“support” de s;)

e pour chaque symbole de fonction f € X d'arité sy x ... * s,,s, une
fonction f4: A, x ... x A, — A, appelée interprétation de f.

Exemple : a faire. ..

Définition :[Les termes sur une signature Y] Soit ¥ une signature, et
X une famille d’ensembles X, de variables pour chaque sorte s de .
Lensemble 75 (X') de termes sur X et X est défini par :

e Toute variable x € X; est un terme de sorte s dans 75 (X)

e Si festdarité sy *... % s,,s, etty,..., t, sontdans 75 (X) de sorte
s1, ... Sp respectivement, alors f(t¢i,...,t,) est un terme de sorte s
dans 7y (X)

On note Var(t) 'ensemble de variables du terme t. Un terme ¢ est clos
si Var(t) = 0. Lensemble de termes clos est noté 75 () ou 7 (%).

Exercice : Vérifiez que:

e Lestermes sur la signature ¥ et variables X, 7x.(X'), forment bien une
Y-algébre (A;, estl’ensemble de termes de sorte s;, et fA(tl, coyty) =
f(t1,...,ty)). Cette algébre est aussi dite algebre syntaxique.



e Lestermes clos 7 (X) forment bien une 3-algébre: (A, est'ensemble
de termes clos de sorte s; fA(t1,...,t,) = f(t1,...,t,)). Cette al-
gebre est aussi dite algébre syntaxique close.

Dans la suite, par simplicité, on travaillera souvent sur des algébres
mono-sortées (i.e. ayant une seule sorte, que I'on peut alors ne pas indi-
guer explicitement).

Les suites d’entiers, les positions d’un terme

Lensemble IN* de suites sur IN est le plus petit ensemble t.q.

e cc IN*

e SiicINetpe IN* alors ip € IN*

Lensemble Pos(t) de positions d'un terme ¢ est un sous-ensemble de
IN* défini par :

e ¢ € Pos(t)

o Sit= f(ti,...,tn) €t p € Pos(t;), alors ip € Pos(t) pour tout 1 < i <
n.

La relation <,,.; sur les suites d’entiers

Lopération de concatenation sur deux positions de IN* est définie par in-
duction comme suit :

€.q = q

(ip).q = i(p-q)

La relation préfixe <., sur IN* x IN* est définie par : p <.y ¢ Ssi Ir €
IN*t.q. pr=g¢q

Les positions p et ¢ sont incompatibles ou paralléles, noté p < ¢, Ssi

b ﬁpref q etp gpref q.
Les sous-termes d’'un terme

Soit ¢ un terme. Lensemble S7'(¢) de sous-termes de ¢ est défini par :
o ST(x) = {x}.
o ST(f(t1,....tn)) ={f(t1,...,tn)}U{v|ve ST(t)}.



Lensemble de sous-termes stricts d’'un terme ¢t est 'ensemble de sous-
termes auquel on a enlevé t.

On écrit ¢t > s (resp. t > s) Si s est un sous-terme (resp. strict) de ¢.
Sous-terme a une position

Soit ¢t un terme et p € Pos(t). Le sous-terme de ¢ a la position p, noté ¢|,,
est défini par récurrence sur p par :

o t|. =t.

o [t tn)liq = tilg-

Le remplacement du sous-terme t|,, par un terme v, noté t[p < v| ou t[v],,
est défini comme suit :

o tlv]e =
° f(tl, - ,tn)[’u]i.p = f(tl, - ,ti['l)]p, - ,tn)

Sous-algebres

Une X-algébre A; est une sous-algébre de la X-algébre A ssi

e A C A

e pour tout n > 0, pour tout symbole f € X d'arité n et pour tout
ai,...,an € Ay 0N af““l(al,...,an) = fAQ(al,...,an).

Congruences

Soit R une relation sur une X-algébre A.
On dit que f € ¥ est monotone par rapport a R ssi pour tout i = 1...n,
a; R a implique fAar, ... ai,. .. an) R fA(aq,. .. LAy, Gp).

Une congruence ~ sur une X-algébre est une relation d’équivalence
(réflexive, symétrique, transitive), t.q. tout symbole f € X est monotone par
rapport a ~.

Notation : S/.. estI'ensemble de classes d’équivalence d’'une X-algebre
S modulo une congruence ~ sur S.



L'algébre quotient

Si ~ est une congruence sur une X-algébre A, alors A™ est une -algebre,
dite algébre quotient sur A t.q.

e son domain est A4/,
e pour chaque f € &, fA7([a1], ..., [an)) = [fA(a1,...,an)].

Homomorphismes, endomorphismes, isomorphismes

Soit A et B deux X-algebres. Un homomorphisme (ou morphisme) est une
fonction ® : A — Bt.q. pour tout n > 0, pour tout symbole f € ¥ d'arité n
et pour tout aq,...,a, € AoOna

fID(fA(al, e an)) = fB(<I>(a1), o, ®(an))

Un endomorphisme sur une X-algébre A est un morphisme de A sur
elle méme. Un isomorphisme est un morphisme bijectif (injectif et surjectif).
Algébres initiale

Une Y-algébre 7 est initiale dans X ssi pour toute X-algébre A € K il existe
un unigue morphisme ® : 7 — A.
Assignations

Soit A une X-algébre et soit X un ensemble de variables.

Une A-assignation est une application o : X — A.

Théoreme : Pour toute A-assignation o : X — A, il existe un unique
morphisme 7 : Tx(X) — A, t.q.

(z) = o(z)
G(fltr,.. ta)) = fA@(H),....5(tn))

Q)

Notation : On confond o et &



Substitutions

Une substitution est un endomorphisme de 75 (X) en 75 (X).
Une substitution close est un morphisme de 75 (X) en 7 ().
Le domaine d’'une substitution 6 est 'ensemble Dom(0) = {x € X |
Une substitution est finie si son domain est fini. Dans ce cas, on note
0 ={z1/t1,...,xn/ty} Si O(x;) =t; pourtout 1 <i <mn.
Limage d’une substitution est I'ensemble I'm(0) = {0(x) | x € Dom(6)}.
On note VarIm(f) est 'ensemble |, ¢ ) Var(0(z)).
Un renommage 6 est une substitution bijective de Dom(0) sur VarIm(6).

Unification

Deux termes s et t sont unifiables ss'il existe une substitution t.q. 6(s) =
6(t) (0 est donc un unificateur de s et ¢).

__ Lacomposition de deux substitutions ¢ et 7 est définie par (6 o 7)(x) =
O(T(x)) pour toute variable x € X.

Soient 6 et 7 deux substitutions. 6 est une instance de 7 (ou 7 est plus
générale que 0) ss'il existe une substitution p t.q. pour toute variable x € X,
(por)(x) =0(x).

Soit S un ensemble de substitutions. Une substitution 6 € S est princi-
pale ssi toute substitution 7 € S est une instance de 6.

Unificateur principal

Théoréme : Soit £ 'ensemble (non vide) d’unificateurs de deux termes
s et t. Alors il existe un unificateur § € £ appelé unificateur principal t.q.
pour tout 7 € &, 0 est plus général que 7. De plus, cet unificateur principal
est unique a renommage pres.

Une substitution 6 est idempotente ssi o 6 = 6.

Théoreme : Si s et ¢ sont unifiables, alors il existe un unificateur principal
de s et ¢t qui est idempotent.

La logique équationnelle




Equations : syntax et sémantique

Une X-équation est une paire de termes noté s = ¢.

Une X-algebre A estun modele d’'une >-équation s = ¢, noté A = s = t,
ssi pour toute .4-assignation o on a g(s) = o (t).
On dit aussi que s = t est valide pour A.

Une X-algébre A est un modéle d’un ensemble de ¥-équations &, noté
A = &, ssi A est un modeéle de toute équation de €£.

On dit aussi que & est valide pour A.

Consequénce sémantigue

Soit £ un ensemble de X-équations et s = ¢ une X-équation quelconque.

Léquation s = t est une consequénce logique de I'ensemble &, noté
£ = s = t, ssi tout modéle de £ est aussi un modele de s = t.

La théorie équationnelle engendrée par £ est 'ensemble =¢ = {(s,t) €
To(X) x Tn(X) | € E s =t}

Exercice : Montrer que la relation =¢ est une congruence sur 7x(X).

Régles syntaxigues pour le raisonnement équationnel

s=tef . el s
—  (axiome) ——— (réflexivité)
s=t s=3s5

s=t - s=t t=u o
. (symétrie) - (transitivité)
- u

=t L =1t
i - (substitution) =t - (contexte)
o(s) = ot ulsl, = ult],
Dérivation

Une dérivation de I'équation s = t a partir d'un ensemble £ est un arbre
d’équations t.q.

e Laracineests =t¢



e Si F est une feuille, alors F € £ ou E est une équation s = s.

e Si Fy,...,E, sont les fils de E, alors E est obtenue a partir de
E,,..., E, par une régle syntaxique.

L'équation s = ¢ est dérivée a partir de &£, noté £ + s = t, ssi il existe
une dérivation de s = ¢ & partir de .
La relation <%

s=teé& (Vo) s—¢ t
o(s) —g o(t) ulsly —e ultly

(Vuvp)

—¢ est la fermeture symétrique de —¢
% est la fermeture réflexive, symétrique et transitive de —¢
A propos de«*%

Exercice : Montrer que <} est une congruence sur 7 (X).

Exercice : Montrer que £ - s =t Ssi s <} t.

Lemme de substitution (i)

Soit A une X-algébre, o une A-assignation et § une substitution. Alors pour
toutterme t € 7y (X) on a

ou ¢'(z) = o(6(x)) pour toute variable = € X.
Lemme de substitution (ii)

Considérons la X-algébre s (X)<z.
Soit o une 7x(X)~¢-assignation et # une substitution t.q o(z) = [0(x)]
pour toute variable z € X'. Alors pour tout terme ¢ € 7s;(X’) on a

Le modéleTs (X)¢

Exercice : Lalgébre 7x(X)~¢ est un modéle de £.



Théoréme d’adéquation (Birkhoff 1933)

(Correction) SiéFs=t,alors& = s=t.

(Complétude) Si€ Es=t,alorsEF s =t.

Ce premier théoréme de Birkhoff nous dit que la derivabilité syntaxique
et la conséquence sémantique coincident, dans la logique équationnelle.

Un deuxieme théoréme de Birkhoff nous donne les propriétés intrinse-
gues de la classe de X-algébres qui sont les modéles d’'une théorie équa-
tionnelle donnée.

Définition :[Produit direct de X-algébres] Soit A4, . .., A, une famille finie
de X-algebres. Le produit direct P de Ay,..., Ay est la X-algébre définie
comme suit:

° si:AlsiX”-XAksi
e pour f de signature s; * ... * s,,, s on définit f comme

fP(<al,. . at>,...,<al, ... 4l >) =
<fAl(a/i7"'7a7]?)7"'7fAk<al]%7"'7aZ/)>

Exercice : Vérifier que le produit direct de k£ X-algebres est bien une

Y-algebre.

Définition :[Variété] Une classe K de Y-algebres est une variété si ell’est
close par les opérations suivantes:

sousalgebre(i.e., si A € I, et B est une sousalgébre de A, alors B € K)

image homomorphe (i.e., si A € K, B une X-algébre, et B = ®(A) pour un
homomorphisme &, alors B € K))

produit direct (i.e.,si A1,..., A € K est P estle produitdirectde A4, ..., Ag,
alors P e K

Définition :[Classe des modéles] On note Mod(€) la classe des -
algébres qui satisfont les équations £ (les modéles de €£).



Théoréme {[Birkhoff, 1935] Une classe K de X-algebres est Mod(FE)
pour un quelque ensemble d’équations &) ssi ell’est une variété.

Lapplication la plus intéressante du théoréme de Birkhoff est la preuve
gue certaines opérations ne sont pas axiomatisables par le biais d’'une
théorie équationnelle.

Exercice : Vérifié que la conditionnelle stricte définie par les équations
conditionnelles suivantes n’est pas axiomatisable par une théorie équation-
nelle.

ITE(b,el,e2) = 1 sib=louel=_loue2=_1
ITE(true,el,e2) = el
ITE(false,el,e2) = €2



