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Plan du cours

1. Notions préliminaires :
ensembles, relations, ordres, fonctions, point fixe

2. Induction :
principe d'induction, preuves par induction.

3. Eléments de combinatoire :
permutations, arrangements, combinaisons, application au comptage
d’ensemble finis

4. Eléments de probablité discréte :
espace de probabilité, probabilité conditionnelle, variable aléatoire,
événements indépendants

5. Induction :
définitions inductives ascendentes et descendentes, principe d'induc-
tion bien fondée, constructions sur les ordres bien fondés.

6. Calcul propositionnel :
syntaxe, sémantique, tables de vérité, définissabilité, systétmes de
preuves syntaxiques.

7. Calcul des prédicats :
syntaxe, sémantique, calcul de Gentzen, unification et résolution.

1
Notions préliminaires
Ensembles

Définition : Soient deux ensembles A, B inclus dans ¢/*.
Lintersectionde AetBest ANB={ecU |ecc Aetec B}
Lunionde AetBest AUB={eclU|ec Aoueec B}

La différence de A et B est A ={ecUlec Aete¢ B}
Le complémentaire de Aest A=U\A={eclU|ec¢ A}
‘P(A) est 'ensemble de toutes les parties de I'ensemble A.

(Lois de de Morgan) AUB = ANB ANB = AUB

Définition : Le produit cartésien de n ensembles A, ... A, est I'en-
semble de n-uplets A, x ... x A, = {(a1,...,a,) | a; € A;}. Si A = A
pour tout i, on note A" le produit A; x ... x Ap.

Relations

Définition : Une relation n-aire sur A, ... A, est un sous-ensemble de
Ap XX Ap.

Définition : Soit R C A x A une relation binaire.

— R est réflexive? ssi pour tout = € A, (z,z) € R. R est irréflexive® ssi
pour tout z € A, (z,z) ¢ R.

— Restsymétrique® si pour tout z, y € A, (z,y) € Rimplique (y,z) € R.
R est anti-symétrique® si pour tout z,y € A, (z,y) € Ret (y,x) € R
implique = = y.

— R est transitive® si pour tout z,y,z € A, (z,y) € Aet(y,z) € R
implique (z, z) € R.
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Modalités du cours

— Nb cours : 13 (Lundi de 14h30 a 16h30) Amphi 43

— Nb TD : 13 (début cette semaine)

— Chargésde TD :
Alexandre Miquel, Dominique Poulhalhon
Mardi 8h30-10h30 et 10h30-12h30, Jeudi 12h30-14h30

— Examen partiel : jeudi 13 novembre, de 12h30 a 14h30, Amphi 43 et
X2

— Examen final : entre le 19/01/2004 et le 07/02/2004

— Note Janvier : § note partiel + 3 exam Janvier

— Note Septembre : Max(exam Septembre, % note partiel + % exam
Septembre)

Documents du cours

— Transparents (uniquement les définitions)
Tirage tous les 15 jours, mais consulter réguliérement
http://www.dicosmo.org/CourseNotes/Mathinfo/

http: pps.jussieu.f i

— Tableau (exemples et démonstrations)

— Feuilles de TD
http: pps.jussieu.fr fc

Tout est accessible a partir de la page web du cours :

http:/A pps jussieu.f fol
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Composition de relations

Définition : SIR C Ax BetS C B x C, alors la composition de S avec
‘R est une relation dans A x Ct.q. So R = {(z,y) e AXC |3z € B (2,2) €
Ret(zy) €S}
Définition : Soit R C A x A. On note R" la n-composition
Ro...oR
RAEREECRY
n times
Définition : Soit R € A x A. On note R* I'union de toutes les n —
compositions de R
0
Rv — U R’H
n=1

Fonctions

Définition : Une fonction f entre deux ensembles A et B, notée f : A — B,
est une relation sur A x B t.q. pour tout z,y, z Si (z,y) € f et (z,2) € f,
alors y = z.

Notation : On écrit f(x) pour dénoter 'unique élément y t.q. (z,y) € f
et f(C)={yeB|Ixel, f(z) =y}

On note id 4 la fonction identité sur A donnée par id 4(z) = .

Définition : Soit f : A — BB une fonction.

— Le domaine de f est Dom(f) = {z € A|3Jy € B, (z,y) € f}

— Limage de fest/m(f)={yeB|3xc A (z,y) € [}

— Linverse’ de fest f! = {(y,z) e Bx A| (z,y) € f}

Composition de fonctions

Définition :

— La composition de f : B — C avec g : A — B est la fonction
fog:A—C ol fog()= f(glx)).

— La n-composition de f avec elle-méme , notée f", est défini par ré-
currence sur n :
— Sin=0,alors f* =id
- Sin>0,alors f* = fo fr!

Exercice : Soit n > 0. Montrer® que f" = f* o f.

"pas toujours une fonction
SPar induction, voirla Section suivante



Propriétés des fonctions
Définition : Une fonction f : A — B est injective ssi pour tout =,y € A,
f(z) = f(y) implique 2 = y.

Définition : Une fonction f : A — B est surjective ssi pour touty € B il
existe = € Atel que f(z) =y.

Définition : Une fonction est bijective ssi elle est injective et surjective.

Fonction caractéristique

Définition : Soit .A un ensemble inclus dans un univers /. La fonction
caractéristique de A dans U/ est la fonction y : & — {0, 1} telle que

Va€U.x(a)=1ssiac A

Préordres, ordres

Définition :

— Un préordre est une relation réflexive et transitive.

— Unordre ou ordre partiel est une relation réflexive, anti-symétrique et
transitive.

Notation : >
Définition : Un ordre strict est une relation irréflexive et transitive.
Notation : >
Définition : Un ordre strict est bien fondé ssi il nexiste aucune chaine
infinie (i.e., de laforme ap > a; > as > ...).
Majorants/minorants et bornes supérieures/inférieures
Soit £ un ensemble muni d'un ordre <. Soit A C €.
Définition :
Un majorant de A estun z € £ t.q. pourtouty € A, y < .
Un minorant de A estun z € £ t.q. pour touty € A, z < y.
La borne supérieure de A, notée sup(.A), est le plus petit des majorants de
A (si z est un majorant de A alors sup(A) < z).

La borne inférieure de A, notée in f(A), est le plus grand des minorants de
A (si z est un minorant de A alors z < inf(A)).

Théorémes du point fixe

Soit f : A — A une fonction et < un ordre complet sur A.

Théoréme :Si f est monotone, alors f a un plus grand point fixe sup({z €

Ala < f@)}).

Théoréme : Si f est une fonction continue, alors f a un plus petit point
fixe sup({f"(L) | n € IN}).

Induction

Définitions inductives

— Induction mathématique
— Induction compléte

— Equivalence
nduction Mathématique

Théoréme :Soit P une propriété sur les entiers. Supposons
M1 P(0),
IM2 Vn € IN.P(n) = P(n+1),
alors Vn € IN.P(n)

Exemples

Mais il est bien moins évident comment prouver
“Tout entier est décomposable en produit de nombres premiers”
ou

fact(n) < 2"

Fonctions monotones et points fixes

Définition : Soit f : A — B une fonction et soient <4, <; deux ordres
sur A et B respectivement.
La fonction f est monotone ssi z <4 y implique f(z) <z f(y).

Définition : Soit f : A — A une fonction.

Un point fixe de f estun élément z € At.q. f(x
Le plus petit point fixe de f estinf({z € A| f(x }-
Le plus grand point fixe de f est sup({z € A | f(z) = z}).

.

T

Ordres complets et fonctions continues

Notation : Pour tout ensemble &, on note L, s'il existe, I'élément mini-
mum (t.q. L <epourtoute e £).

Définition : Un ensemble & muni d'un ordre < est complet ssi toute
partie de & admet une borne supérieure.
En particulier, L = sup(0)°.

Définition : Un sousensemble non vide D d’un ensemble ordonné E est
dirigé si pour toute paire d’éléments z et y de D il existe un élément z € D
tgrx<zety <z

Définition : Un sousensemble non vide C d’'un ensemble ordonné E est
une chaine s'il est totalement ordonné.

Définition : Soient f : £ — £ une fonction et < un ordre sur 'ensemble
complet £. f est continue ssi pour toute chaine C' non vide de F on a
F(sup(C)) = sup(f(C))-

Exercice :
— Montrer que sup({L} U X) = sup(X).
— Montrer que toute fonction continue est monotone.

tout élément d& est un majorant de 'ensemble vide

Induction Compléte (course of values)

Théoréme : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons
1) V¥n e IN.((Vk < n.P(k)) = P(n))
alors Yn € IN.P(n)

Equivalence des deux principes

Malgré I'apparente supériorité du deuxiéme principe, on prouve
Théoreme : Induction mathématique et compléte sont équivalentes.

On finit avec un le théoreme fondamental du cours :
Théoréme : Tous le monde est d’accord avec le professeur.

Preuve : On montre, par induction sur le nombre de personnes dans
I'amphi, que tout groupe de n personnes contenant le professeur est d'ac-
cord avec lui.

Cas de base : il y a seulement le professeur, trivial.

Cas inductif : on suppose I'enoncé vrai pour tout groupe de n personnes,
et on le prouve pour tout groupe de n + 1.

Numérotons de 1 & n + 1 les personnes en question, de fagon que le pro-
fesseur soit le numéro n, et considérons le groupe A des premiéres n et le
groupe B des derniéres n personnes.

Les deux groupes contiennent le professeur et sont de taille n < n + 1,
donc on peut appliquer I'hypothése d'induction et en déduire qu'ils sont
tous d'accord avec le professeur (qui est dans les deux), ce qui nous per-
met de conlure.

Corollaire : Le professeur a toujours raison.



