Lordre > est strict et bien fondé. Les éléments minimaux sont les nombres
premiers.
Soit P la propriété

Le principe d’induction bien fondée
P(n) ssi n posséde une factorisation en nombres premiers

Montrer que P est vrai pour tout entier n > 2.

Preuves par induction bien fondée Exemple Il
Une preuve par induction bien fondée est une méthode de raisonne- Montrer que le programme suivant termine sur les entiers naturels po-
ment qui vise & établir une propriété pour tous les éléments d'un ensemble. sitifs.

while m <> n do

Elle s’appuie sur un ordre strict bien fondé de I'ensemble des éléments begin_
pour lequel on cherche a établir la propriété. it m>n
Preuves par induction bien fondée then m:= m-n
Soit A un ensemble et > un ordre strict bien fondé sur .A. Démontrer nd else n:= n-m
une propriété P sur A revient & €
- mgz;rzreq;? la propriété P est vérifiée par tous les éléments mini- Exemple Ill
: Montrer que la fonction d’Ackerman termine sur les entiers naturels.
pour toutz € A minimal on aP(x)
— Montrer que la propriété P est vérifiée par tous les éléments non mi- Ackerman(0,n) = n+l
nimaux de A en sachant qu'elle est vérifiée par ses prédécesseurs : Ackerman(m+1,0) = Ackerman(m,1)
X Ackerman(m+1,n+1) = Ackerman(m,Ackerman(m+1,n))
Sipourtout z € At.q.z < 2 onaP(z),alorson aP(x) Ce principe est-il toujours bien défini 2
Principe d'induction bien fondée Théoréme :
Un ensemble A, un ordre strict > bien fondé et une propriété P sur A Si > est bien fondé, alors le principe d'induction est correct.
Principe d'induction :
Si Théoréme :

s - Si le principe d'induction est correct, alors > est bien fondé.
1. “pour tout élément minimal y € A ona P(y)" P P >

2. “le fait que P(z) soit vérifiée pour tout élément =<z implique P(z)" Preuves par récurrence

alors Une preuve par récurrence est une méthode de raisonnement qui vise
“pour tout = € A on a P(z)" a établir une propriété pour tous les éléments d'un ensemble inductif
Exemple |

Soit IN I'ensemble des entiers naturels muni de I'ordre . Jo— . 14
Elle s’appuie sur une définition récursive de I'ensemble des éléments

m > n ssim # n, 1 et m est divisible par n pour lequel on cherche a établir la propriété.

1 2

Preuves par récurrence sur un ensemble inductif
Soit A un ensemble inductif sur X sous F, c’est & dire le plus petit

ble ¢ concat(e, k) =k
ensembie t.q. concat(ajq(l),k) = ajo(concat(l, k
— {1, o} =X CA (aja(l), k) o (1, k)
— pour toute fonction f € F d'arité n, siay, ..., an € A, alors f(ai,...,an) € Montrer que concat est une opération associative.
A. Exemple IV
Les arbres binaires avec X = {nil} et F = {arb} ol arb(a, az) estun arbre
X X binaire si a;, as sont deux arbres binaires.
Démontrer une propriété P sur A revient & Soit :
— Montrer que la propriété P est vérifiée par tous les cas de base de la
définition de 'ensemble : n(a) = nbde noeuds internes de a
f(a) = nbde feuilles de a
P(xzy)et...etP(xy)
Montrer que f(a) = n(a) + 1.
— Montrer que la propriété P est préservée par toute opération de construc- Exemple V
tion f e F: Les expressions sur {a,b} avec S et M avec X = {a,b} et F = {S, M}, ol
. i S et M vérifient les propriétés suivantes :
pour toutay, . ..., a, € A, pour toute fonctiory € F d'aritén, S(@,a) = a prop M(a,a) o S(S(er,en).es) = S(er,S(ez es))
si P(ay) et ...etP(ay) alorsP(f(ay,...,a,)) S(a,b) b M(a,b) a  M(M(er es) = M(er, Mez,e3))
S(b,a) b M(b,a) a S( ez 1(S(er,es), S(ez,e3))
Quelle relation entre I'induction bien fondée et recurrence ? skb) = b M0 b MiSlener)es) = S(Mer,es) Mlezres)
Démontrer S(e,b) = b, S(e,a) = e, M(e,b) = e et M(e,a) = a.

Corollaire : Le principe d'induction bien fondée est correct pour les en-
sembles inductifs.

Exemple |
Les entiers naturels avec X = {0} et F = {plus1}.

P(n) =g4e5 8" — 1 est un multiple de 7.

P est-il vraie sur les entiers naturels ?
Exemple Il
Les entiers naturels avec X = {0} et F = {plus1}.

P(n) =45 8" + 1 est un multiple de 7.

P est-il vraie sur les entiers naturels ?
Exemple 1l

Les mots sur un alphabet A avec X = {¢} et F = {aj, | a € A}.
Soit concat 'opération définie par :




