Induction sur les formules propositionnelles

Syntaxe du calcul propositionnel (rappel)
Soit R en ensemble dénombrable de lettres propositionnelles.

Définition : Lensemble F,,,, de formules du calcul propositionnel, est
le plus petit ensemble t.q.

= R C Fprop

~ Si A € Fprop, alors = A € Frop.

— Si A, B € Fprop, alOrs V(A, B), A(A, B), = (A, B) € Fprop

Exemple : -(p) V(p.p) — (A(p,q), ~(r))
Notation simplifiée : -p pVp (pAg)— -1

Le calcul propositionnel en OCAML (rappel)

# type fprop = L of int | Neg of fprop |
Ou of fprop * fprop |
Et of fprop * fprop |
Impl of fprop * fprop;;

# let f1 = Et(Ou(L(1),L(2)),Neg(L(3)));;
val f1 : fprop = Et (Ou (L 1, L 2), Neg (L 3))

Les formules comme des arbres
Les formules constituent un ensemble parametré par deux types 'a et'b ,
ou chaque étiquette d'une feuille est de type 'a et chaque étiquette d'un
nceud interne unaire ou binaire est de type 'b .

Ceci donne une nouvelle définition du type ('a,'b) Abinll

Lensemble ('a, 'b) Abinll est le plus petit ensemble t.q.
— Sim estde type 'a , alors feuille(m) € (‘a, 'b) Abinll
— Sic e (a, 'b) Abinll et o est de type 'b , alors noeudl(o,c) €
(a, 'b) Abinll
— Sicy,e2 € (a, 'b) Abinll etoestdetype'b , alors noeud2(o, c1, c2) €
(a, 'b) Abinll
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Exemple : nb de lettres d’une formule

# let rec nblettres f = match f with
FQ) > 1
| N1(_,a) -> nbletres a
| N2(_,ab) -> nblettres a + nblettres b ;;

Exercice : Qui sont les fonctions ¢, et g, ?

Preuve de propriétés par induction sur les formules

Exemple : Montrer que toute formule A est équivalente a une formule
A’ ou le connecteur — se trouve uniquement a gauche d’une lettre proposi-
tionnelle.

Calculs des séquents

Définition : Un séquent est un couple de la forme A>T, ot A et T sont
de multi-ensembles de formules.

Exemple :
P04 npVs

p—aq

Définition d’un calcul des séquents
— On fixe des axiomes (des séquents particuliérs)
AjpTy AT,

— On fixe des regles d'inférence de la forme

ApT
Le systémeg
Axiome : A, A>T, A
Régles d'inférence logiques :
ApT, A A AT
- —d
A AT -9) AT, —A Gt
A>AT A/BoT A A>B.T
y (= 9) y (= d)
AA— Bl ArA— B,

Un type abstrait pour (‘a, 'b) abinll
Domaine
('a,’b) abinll
Opérations de construction :
cons_f :'a — ('a’b) abinll

cons_u :'b x (a’b) abinll — ('a,’b) abinll

cons_b :’b x (‘a’b) abinll x ('a,’b) abinll — ('a’b) abinll
Opérations de test

est_f ,est_u ,est_b :(a’b) abinll — booléen

Opérations d’'accés :

etiquette_feuille :(a’b) abinll —'a

etiquette_noeud  :(‘a,’b) abinll —'b

fils_u ,fils_g, fils_d :(a’b) abinll — (‘a,’b) abinll
Le calcul propositionnel en OCAML (deuxieéme possibilité)

# type (a,’b) abinll =
F of 'a |
N1 of b * (a’b) abinll |
N2 of 'b * (‘'a’b) abinll * (‘a’'b) abinll;

# type op = Neg | Et | Ou | Impl;

# let f1 = N2(Et,N2(Ou,F(1),F(2)),N1(Neg,F(3)));;
val f1 : (int, op) abinll =
N2 (Et, N2 (Ou, F 1, F 2), N1 (Neg, F 3))

Fonctions récursives sur les formules
Formules C Arbres, donc

pour définir une fonction sur les formules on peut utiliser I'un des sché-
mas récursifs sur les arbres.

Schéma récursif pour les formules

f(a) = gi(a,f(fils_u(a)))
si est_u(a)

f(a) = go(a,f(fils_g(a)), £(fils_d(a)))
si est_b(a)

Quelques fois g, et g, se “ressemblent” beaucoup.

Cas particulier : lors que est_£(a)
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AJA BeT ArAT ApB,T
: (n9) ()
AANBT AvANB,T
A A>T A/BoD A> A BT
" (Vo) y (vd)
A AV BT Av AV B,T

Dérivation d'un séquent

Définition : La dérivation d'un séquent I > A & partir d'un ensemble de
séquents @, notée @ - I'> A, est un arbre fini tel que
— les nceuds sont des séquents
— chaque feuille est soit une formule de ®, soit un axiome
— siSestleperedes S, ...S,, alors S est obtenu par I'application d’une
régle d'inférence sur S ... S,,.
— laracine de l'arbre est le séquentl’ > A

Preuves et théoremes

Définition : La preuve d'un séquent I' > A est une dérivationde T'> A a
partir de 'ensemble vide de séquents. On dit dans ce cas que I'> A est un
théoréme.

Conséquence logique (rappel)

Définition : Un multi-ensemble de formules I" est conséquence logique
d’'un multi-ensemble de formules A, noté A |= T, si toute interprétation qui
satisfait toutes les formules de A satisfait au moins une formule de I'.

Exemple :
PP —=alEars

Propriétés fondamentales du systemé

Théoréme (Correction) Le systeme G est correcte, i.e., si A>T est un
théoréme, alors A |=T'.



Théoréme {Complétude) Le systéme G est complet, i.e., si A |=T', alors

AT estun théoréme.

Donc, on peut utiliser G comme alternative aux tables de vérité.
Cette approche peut produire des économies trés importantes !
Premier exemple de dérivation dangj

poa
> —p,q (“
~q>-p

d)
9)

On a une dérivation de ~¢>-p apartirde p>q: prgt- —ge—p.

Donc, on sait que p > ¢ |= —¢ > —p, sans besoin de construire une table
de vérité, dont la taille dependrait du nombre de lettres propositionnelles

en jeux.
Deuxiéme exemple de dérivation dan§

L/ BN
pp—p
=(p — —p)>

d)
9)

Onapr-pk ~(p— —p)>etdoncaussi pr—p = ~(p — —p)>
Comment transformer quelques dérivations dan

Théoréme : (Affaiblissement) Si A>T est dérivable dans le systéme G,

alors A, A>T et A> A, T le sont aussi.

Théoréme : (Contraction) Si A, A, A>T est dérivable dans le systéme
G, alors A, A>T l'estaussi. Si A>T, A, A est dérivable dans le systéme G,

alors A>T, A l'est aussi.

Premier exemple de théoréme dan§

Modus ponens

pop.g(ax) p.q>q(ax
PP —aqvq
Onat p,p— qrq,donc p,p — q>q est valide.

(=9
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Deuxiéme exemple de théoreme dars

Tiers exclu

OnakepV-—p

Troisieme exemple de théoréme dang

Loi de Pierce

pra.p (a
>p—q.p
(p—q) —pop
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>((p—aq)—p)—p

Onato((p—q)—p —p

prp (ax)

(— d)

- 9)



